
应用混合边模型在多层网络中进行社区检测 

在单层网络中, 已有前人提出混合边模型来刻画网络中的社区结构。 通过增加对层与层之

间连边的考虑, 本文将单层网络的混合边模型扩展到多层网络中。 同时, 目用得比较多的

用于刻画多层网络中社区结构的模型有: 模块度(Modularity), 随机块模型(stochastic 

block model)和信息理论的方法(information-theoretic methods)这三种。通过对提出的

混合边模型进行研究, 证明可以由该模型等价地推导得到模块度和随机块模型(或者说, 这

两种模型是该模型的一种特例)。另外地，假设有一类刻画多层网络下社区结构的模型, 该

类模型目标函数由网络中每个社区的层内和层间连接关系的线性组合来表示。 本文亦证明

了这类模型可由提出的混合边模型推导得到。 

 

单层网络中刻画社区结构的混合边模型可以表示如下: 

 

在这个模型中, 属于同一社区中的两点 i, j: 若它们间有边连接, 则给予一个奖励项 a; 若它

们之间无边连接, 则给予一个惩罚项 b; 对不属于同一社区中的两点 i,j: 若它们之间有边连

接, 则给予一个惩罚项 c; 否则给予 d 的奖励。注: 该模型中奖励项前面是负号, 惩罚项前面

是正号, 所以该模型的这个目标函数显然是值越低, 表示社区划分得越好。另外, 目标函数

中的 delta 函数 delta(gi, gj)表示当 gi=gj 时, 值为 1, 否则为 0. 该模型的上述思路不适合于对

二分图中的社区进行检测, 因为二分图中同一社区的点倾向于无连边, 连边更倾向于分布在

不同的社区之间。 

 

 

 

 

 

 



 

 

考虑层与层之间的连边(这种边叫 coupling, 以区别于层内的连边 edge), 将该模型扩展到多

层网络后, 可表示如下: 

 

同单层网络中的混合边模型对比, 由于考虑了层与层之间的连边, 其相应地增加了4个参数: 

e, f, g, h(注: 单层网络里的点的奖惩项下标为 ijs, 表示位于同一层 s 的不同点 i 和 j; 而 e, f, g, 

h 则为了表示层间的关系, 下标 isr 表示分别位于 s 层和 r 层的同一点 i); 另外地, 之前表示

惩罚/奖励项的前面分别用正、负号加以区别, 现在则引入了 lambda 函数, 可以更灵活地表

示各种边对目标函数的影响。该函数的意义如下: 

 

亦即: 如果 w 的值越大表示其对目标函数的贡献越大的话, 那么该函数就取 1, 否则取-1。 

最后, 该模型亦引入了一个矩阵 P(Vis, Vjr)来衡量位于 s 层的点 i 与位于 r 层的点 j, 这两点属

于同一社区的概率; 这种方法有别于之前的 delta 函数, delta 函数是: 如果 i,j 所属的社区 gi

和 gj 相同, 则为 1, 否则为 0. 显然地, 引入概率的表示方法更为灵活(delta 函数是其特例)。 

 

总结一下这个扩展到多层网络的混合边模型, 其实就是考虑了 8 种不同的边的线性表示, 涉

及到了 8 个参数{a, b, c, d, e, f, g, h}.  

 



此外, 值得注意的是, 当 a, b, c, d, e, f, g, h 的取值相差很大时, 这个模型有可能”退化”(比如

a 能取到的最大值是其他的 100 倍的话, 那么这个模型就被和 a 相关的边所控制, 其他参数

涉及的边在这个模型就不起作用了)。为避免这种情况发生, 模型对各参数作了如下限制: 

 

亦即: 各参数对目标函数能起到的最大影响是相当的, 谁也不会被忽略掉。 

   

下面证明这个灵活的混合边模型可以等价地表示 3 类模型。 

 

首先, 拥有 8 个参数的这个混合边模型可以等价地表示模块度模型, 亦即存在一组解使得模

块度模型能由该混合边模型表示得到。证明过程如下, 令: 

 

其中 s 为涉及社区检测的分辨率参数(通常取为 1, 该参数设的越大, 即: 分辨率越高, 则网

络中的社区分得越细, 此时原先一个大的社区可能被分为若干小社区); ijsp  表示零模型

下位于同一层 s 中点 i 和点 j 的邻接情况;  表示层间的连接强度。 

由此可将混合边模型(3)化为: 

  



最后, 前面提到 delta 函数是矩阵 P(Vis, Vjr)是的特例, 设 P 矩阵为对角阵, 且其中的元素仅

相应地取为 0 或 1, 即可进一步地用 delta 函数来表示上式: 

 

 

优化(7)式亦即等价地优化模块度模型的目标函数, 故得证。 

注: 模块度模型的目标函数如下: 

 

(其中的 2u, 我的理解是网络中所有点的度数和, 
sjs m2/is 为零模型, 即: ijsp , 意为在

单层网络中保持各点的度的前提下, 随机情况里, i 和 j 这两点的期望连接强度。) 

 

接着, 证明随机块模型亦可由该混合边模型表示得到。 

随机块模型是一种生成式模型, 其目标函数可由如下似然函数表示: 

 

对社区进行划分, 亦即最大化该似然函数。作 log 变换后, 得到: 

 



 

 

令: 

 

0;1)(},,,,{  gfcbheda 且  代入混合边模型(3)即可得到式(9); 得

证。 

 

 

最后对于一类目标函数可由网络中每个社区的层内和层间连接关系的线性组合来表示的模

型, 亦可证明其能由混合边模型得到。 

该类模型的目标函数为式(11): 

 
该类模型的目标函数大括号内为 [k1 * Aijs + k2] + [ k3 * Cijr  + k4], 中括号的第一部分考虑

了层内连接情况, 第二部分考虑的是层间连接情况(Cijr 是否应为 Cisr? ), 这两部分都由线性

函数(线性组合)表示; 其中的 delta 函数表示该目标函数仅考虑点 i 和点 j 位于同一社区时的

情况(当 i 和 j 位于不同社区时 delta 函数为 0). 

 

如果将混合边模型式(3)换成另一种类似于式(11)的表示, 则可表示成下式: 



 

其中, constant 项表示和社区划分无关的常数项; 同上将 P 矩阵简化为 delta 函数; 此外, 8 个

参数前的 lambda函数也被省略了, 所以此时这8个参数是包含了相应的 lambda函数信息的, 

而不再只是单纯的值。 

 

比较(11)和(12)式, 可得到一组方程: 

 

其中混合边模型有8个参数, 而上述这类模型只有4个参数, 可见上述方程的解是不唯一的。

若再考虑前面推导模块度模型时用到的那组解, 即式(5), 将其代入式(13), 则可得: 

 

(注: 如上提到的式(13)中的各参数是带 lambda 函数信息的, 所以代入时须将式(5)中各参数

的 lambda 值也考虑进去。) 

 

如何解读式(14)呢? 我们知道参数 a, c 考虑的是同一层 s 内的点 i 和 j 存在连边的情况, 而 a

是表示 i 和 j 位于同一社区, c 是 i 和 j 位于不同社区; 此时 k1 + k2 = a - c > 0, 表示我们的目标

函数更希望位于同一层内的两点被划分到同一社区; 类似地, k3 + k4 = e - g > 0, 表示我们的



目标函数更希望层间连边上的两点被划分到同一社区; 而 b - d < 0 则表示目标函数更希望

不同的社区间不存在连边(社区间的连边是稀疏的); 最后, f, h 表示的是不同层间不存在连边

的情况, f 表示同一社区不同层间不存在连边, h 表示不同社区间不同层不存在连边, f - h = 0

表示不同层不存在连边的整体情况对目标函数没有影响。上述结论正好和模块度模型的思路

是一致的, 只是阐述的角度不一样。 

 

由于该混合模型涉及 8 个参数, 表示灵活, 故本文的实验部分主要探讨的是参数的不同赋值

对模型的影响, 如何对这 8 个参数进行合理赋值这类问题, 此处未细读, 略。 

 

综上, 混合边模型由于具有 8 个参数, 表示灵活, 可以由此等价地推导出模块度模型、随机

块模型以及一类目标函数由网络中每个社区的层内和层间连接关系的线性组合来表示的模

型。通过混合边模型, 我们可以加深对模块度模型、随机块模型的理解; 若对该模型中的 8

个不同参数赋予合理的不同权重, 说不定我们还能得出更好的多层网络下的社区检测模型。 

(全文完) 
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后记: 本文原为我第二次的组会论文讲解内容, 但感觉难度较大, 讲公式比较 boring, 所以

作罢, 用论文报告的形式补上, 拖延时日, 及至今日. 秀隆也有关于这篇论文的报告在 bbs

里, 感兴趣的可对照阅读. 理解不当之处, 还望指正. 上述标红色字体部分, 为我不了了之

之处。 
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